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ΑΝΑΛΥΣΙΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ ΤΙΝΩΝ ΕΚ ΤΩΝ 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΩΝ ΤΟΥ ΔΙΟΦΑΝΤΟΥ (IV, 39. V, 10,11,12, 

VI, ΛΗΜΜΑΤΑ 1, 2, ΠΡΟΒΛΗΜΑ 12) 

Ι*Eni τή ευκαιρία της εκδόσεως παρ' ημών τών 'Αριθμητικών τοΰ Λιοφάντου 
(σελίδες 576), Ιούλιος 1964, 'Οργανισμός Εκδόσεως Διδακτικών Βιβλίων 
Υπουργείου Παιδείας δημοσιεύομεν κατωτέρω άνάλυσιν προβλημάτων 
τίνων εξ αυτών]. 

Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α 39ον, IVoo βιβλίου 

Εύρείν τρεις αριθμούς, ώστε ή διαφορά του μεγαλυτέρου άπο του μεσαίου, προς 
τήν διαψοραν του μεσαίου άπο του ελαχίστου, να Ê-χη λόγον δεδομένον, προσέτι δέ το 
άθροισμα τούτων λαμβανομένων άνα δύο να σχηματίζω τετράνωνον. 

"Εστωσαν οί τρεις ζητούμενοι αριθμοί ω> z> y. Κατά το πρόβλημα πρέπει να είναι 

-^Ey-=P. 0>. y + z = a 3 , (2), ζ+ω=β», (3), y + ω ^ γ ' , (4). 

Λαμβάνει ρ=3 καΐ y+z=a a —4. Κατά συνέπειαν είναι ζ> 2, άφου ζ> y. 

"Εστω ζ = χ + 2 . Δι" αντικαταστάσεως λαμβάνει έκ της (2), y+x-|-2=4, y=2—χ, (5). 

Έκ της (1) είναι ω-(χ+2)=3[χ+2—(2-χ)], ω=7χ+2. *Εκ της (3) είναι 8x+4=ßJ, 
(6) καί έκ της (4), 6χ+4— ν9, (7). At εξισώσεις (6, 7), παρατηρεί, είναι συναλη-

θεύουσαι (διπλοϊσότης). Δι* άφαρέσεως κατά μέλη λαμβάνει 2χ-β»—γ'Μβ+Υ) (β—y). 

'Αναλύει τον 2χ είς γινόμενον δύο παραγόντων, 2χ= -=- • 4 καί καλεί ß+y=4 καί 

β—γ= — (μέθοδος διπλοϊσότητος). Δια προσθέσεως καί κατόπιν άφιαρέσεως τούτων 

λαμβάνει β = - | - + 2 , γ = 2 - - J · 

Δι* αντικαταστάσεως του β ή y, δια της τιμής του, είς τήν (6) ή (7) αντιστοίχως 
λαμβάνει χ=112. Δι' αντικαταστάσεως είς τήν (5) λαμβάνεται y<o. Ό Διόφαντος 
ομως αποφεύγει τάς άρνητικάς τιμάς τών άγνωστων. "Οθεν πρέπει να ευρέθη τιμή 
του χ, ώστε ο < χ < 2 "Οταν τούτο συμβαίνη είναι έκ της (7), 6x-H=y* <16, (8), έν φ 
όταν χ = 2 είναι γ»=16. "Εκ τών εξισώσεων 6x4-4=ya, 8x-f-4=ß\ α»=4 εχομεν τρία 
τετράγωνα μεταξύ των οποίων υπάρχει ή σχέσις 8χ-}-4 <6x-f4 <4, άφοο ο < χ < 2 . 
Ή διαφορά του μεγαλυτέρου άπο του μεσαίου τών τετραγώνων τούτων είναι 2χ· Του 
δέ μεσαίου άπο του μικρότερου εΐναι 6χ, ήτοι ή διαφορά του μεγαλυτέρου τετραγώ­
νου άπο του μεσαίου είναι το -ψ της διαφοράς του μεσαίου τετραγώνου άπο του μι­
κρότερου. 'Ανάγεται λοιπόν το πρόβλημα είς το να εύρεθώσι τρία τετράγωνα πλη-

9 
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ρουντα τάς σχέσεις αοτάς, των οποίων tò μικρότερον να είναι 4, επί πλέον δέ τό με-
σαΐον τών τετραγώνων τούτων να είναι <16, δια να ύπάρχη όητή θετική λύσις. Πρέ­
πει δηλαδή να εύρεθη ß9>Y*>4, οπού y· <16. Συμφώνως προς τήν αναγωγή ν του 
προβλήματος πρέπει να είναι 

ß » - Y ' = 3-(Υ»-4), (9), δπουγ«<16, (10) 

Λαμβάνει y=t-f-2, y»=t»+4t-f-4. Δι" άντικατασάσεως είς τήν (9) είναι 

β.= ± t.+ -£ t+4. 

Δια πολλαπλασιασμού αμφοτέρων τών μελών επί 9 είναι, τετράγωνος=12ί,4-48Η-3& 
καΐ δια διαιρέσεως δια 4 εΤναι, τετράγωνος=3τ»-Η2«:+9, (11). Έκ της (10) δι' αντί 
καταστάσεως της τιμής του γ είναι (t+2)8 <Ι6, Η-2<4, t<2, (12). Προς ύπολογισμον 
του t λαμβάνει δοκιμαστικώς είς τήν σχέσιν (11), 3ί9+12ί-|-9=τετράγωνος, έστω 
=(3—μτ)8, (13), δπου ό μ θά προσδιορισθη. Έκ της έξισώσεως ταύτης είναι 

t = ^." tg 2 * Kol έκ της (12), t - ~^~- <2 ή 6μ+12 <2μ'-6, 6μ+18<2μ8, 

Έπιλύοντες τήν ανισότητα ταύτην κατά τήν μέθοδον τοΟ Διοφάντου έ*χομεν 

μ._3μ>9. ( μ- -§-)*> i+9. μ- \> ψ . μ> '-ψ^, 04). 
Άλλα 6 < V4T <7. 'Εάν λάβη αντί της V45~, τον 6, ή άνισότης (14) Ισχύει 

κατά μείζονα λόνον καΐ θά είναι 

μ> 4 — · Έάν λάβπ 7 αντί V45~ θά είναι μ ^ 5. 

Λαμβάνει μ=5, οπότε ή έξίσωσις (13) γίνεται 

3t 9+12t+9=(3-5t)', έξ ής t = | [ <2 

Και έκ της σχέσεως y = t + 2 , είναι δι' αντικαταστάσεως 
43 , 1849 

Υ — 1 II * r 121 

Τώρα επανέρχεται είς τό άρχικόν πρόβλημα καΐ θέτει 

Τ - Ü t - ^ J ω - " * * . ν - 5 8 1878 7338 
y—Tri—' z — TÔT™ · ω — ^ Γ 5 1 Π y = 7<ΓΛ* Ζ = -7^Γ·> ω = 121 ' 12! ' 121 ' J~484' 484 ' ω ~ 484 

είναι δέ 

ω—ζ 5460 
z - y "" 1820 »-·+-(§)·. -Μ«)·.-Η-(5)·-
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Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α lOov Vou βιβλίου 

To lOov πρόβλημα too V βιβλίου των 'Αριθμητικών του Διοφάντου έχει ώς έξης : 
Να τμηθη ή μονάς είς δύο κλάσματα καΐ να προστεθη είς tò μέν δοθείς αριθμός 

καΐ είς το δέ, άλλος δοθείς αριθμός καΐ να σχηματίζηται εκάστοτε τετράγωνος. 
Έστωσαν τα κλάσματα είς τα όποια τέμνεται ή μονάς y καΐ z καΐ ot δύο δο· 

θέντες αριθμοί ot at καΐ α,. Κατά τό πρόβλημα πρέπει να είναι 

y + z = l , (1), y + a i = ß 9 , z+a8=y». 

Λαμβάνει a t = 2 και α 8 =6 οπότε εΤναι 

y+2=ß«, (2) καί ζ+6=γ», (3). 

Τό πρόβλημα τοΟτο είναι τό μοναδικόν των 'Αριθμητικών δπου χρησιμοποιούν­
ται ευθύγραμμα τμήματα δια την παράστασιν των αριθμών 

Δ Α Γ Β Ε 

"Εστω ΑΒ=1, ΑΓ=γ, ΓΒ=ζ, ΑΔ=2, ΒΕ=6, ΑΓ+ΓΒ=1. 
Έκ των τιμών τούτων έπεται, ΔΕ=9 καί πρέπει νά είναι ΔΓ=τετράγωνος, ΓΕ=τετρά· 
γωνος, ήτοι Ô 9 (=ΔΕ) νά άναλυθη είς δύο τετραγώνους, τους ΓΔ καί ΓΕ. Καί επειδή 
δ εις τών τετραγώνων, ό ΓΔ, είναι μεγαλύτερος του ΑΔ=2 καί μικρότερος του ΔΒ=3, 
ανάγεται τό πρόβλημα είς τό νά άναλυθη ό 9 είς δύο τετραγώνους, έκ τών οποίων 
Ô είς νά είναι μεγαλύτερος του 2 καί μικρότερος του 3. "Οταν ευρέθη ό τετράγωνος ΓΔ, 
δι' αφαιρέσεως άπ' αύτοΟ, του ΑΔ, ευρίσκεται, λέγει, ό ΑΓ καί δι" αφαιρέσεως τούτου 
άπό του AB ευρίσκεται ό ΒΓ. 

"Έστω ό είς τών τετραγώνων ό χ·, οπότε 2 <x a <3, (4). Ό άλλος ζητούμενος 
τετράγωνος θα είναι 9—χ*. Οοτος υπολογίζεται κατά τό 8ον πρόβλημα του II βιβλίου 
τών 'Αριθμητικών (Ίδέ ΠΛΑΤΩΝ, έτος ΙΕ', 1963, τεύχη Α' καί Β" 29/30, σελίς 287). 
ΆντΙ τών αριθμών 2 καί 3, είς τήν σχέσιν (4), λαμβάνει δύο τετραγώνους αριθμούς, 

τον μέν Ϊ44>2, τόν δέ ^τ. <3 καί λέγει δτι έάν κατασκευάση γχ- <xa < — , θα 

λύση τό ζητούμενον. 

'Εκ της προηγουμένης σχέσεως είναι 

1 7 y S™ lex 

Ü < X < Ì 2 ' (5)· 

Πρέπει λοιπόν ή πλευρά τοΟ δευτέρου τετραγώνου (9—χ9) νά προσδιορισθη κατά 

τοιούτον τρόπον, ώστε νά πληρούται ή συνθήκη (5). θέτει κατά τό II, 8 

9- χ »=(3-μχ) ' , (6) 

δπου ό μ πρέπει να προσδιορισθη. Έκ της προηγουμένης έξισώσεως είναι χ = , , , 

οπότε κατά τήν (5) πρέπει νά είναι 

12 ^ μ '+Ι 12 " 
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θεωρεί τήν πρώτην ανισότητα -rj < ~Τ±Τ » τΠν δποίαν λύει κατά τον γνωστόν 

του τρόπον, ήτοι 

72μ > 17μΜ-17, 17»μ·—17 . 72μ < -17», 

364-ÎÏÔ07 
(17μ-36)' < 36'-17», έξ ή*ς μ < 

17 

Άλλα 31<ίΐ007<32. θέτει 

, 36+31 67 / . , _ . . . . . 67 \ 
μ ^ — y j — = -yj, ί λέγων δτι ό μ δέν είναι > γγ ). 

'Ακολούθως θεωρεί τήν άλλην ανισότητα „_Γ < -r=-t τήν οποίαν λύει 

ομοίως, ήτοι 
19μΜ"19>72μ, 19* μ*—19 · 72 μ > — 19", 

(19μ—36)3>368—19*. έξης μ > · 3 

19 

Άλλα 30<V935<31. θέτει μ ̂  3 6 j ^ 3 0 = ~ , (λέγων, δτι ό μ δέν είναι 

^ 19/ 

Έκ των σχέσεων -rjr ^ μ ^ -Γ=-, λαμβάνει μ = 3-^- (κατά προσέγγισιν 

το ήμιάθροισμα τών τιμών) καΐ αντικαθιστά είς τήν σχέσιν (6) οπότε λαμβάνεται 

7056 / 1 \ · 84 
9-χ»= ( 3-3 -γ χ ) , έξης * - J j καΐ χ»« 2809 

Τα ζητούμενα άρα κλάσματα της μονάδος θα είναι 

, _ 7055 _ 1438 . , 1438 1371 
2809 2809 2809 ~~ 2809 ' 

τ ** 1438 , 1371 , 
είναι δέ ~^ω+^0§Γ==ί' 

[Σημείωσις: Επειδή ό μ ελήφθη κ^τά προσέγγισιν 3 -=-, δέν επαληθεύεται ή 

Λ /« χ e - 8 4

 β Α τ Α Ι"7 ^ 84 _ « 84 . 19 
σχέσις (5) έκ της τιμής χ = - ^ , διότι είναι μέν - ^ < 53 · δΧι δ ^ ω ( ΐ 53 ^ 12 ' 

Τούτο δέν επηρεάζει τήν λόσιν του προβλήματος]. 

Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α llov 

Να διαιρεθη ή μονάς είς τρεις αριθμούς καΐ να προστεθη είς Εκαστον έξ αύτων 
ô αυτός δοθείς αριθμός καί να σχηματίζηται ύφ' έκαστου τετράγωνος. 

Περιορισμός : Πρέπει δμως δ διδόμενος αριθμός να μή είναι 2, οοτε άθροισμα του 
2 σον πολλαπλάσιον του 8. 
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Έάν καλέσωμεν τα τμήματα της μονάδος y, ζ, ω καΐ τον προστιθέμενον είς 
Εκαστον έξ αυτών αριθμόν δ θα έχωμεν 

y+z+<a=l, y + δ ^ α 8 , ζ + δ = β 8 , ω + δ = γ 8 . 

Λαμβάνει δ=3, οπότε το πρόβλημα γίνεται 
y + z + o = l , (1), y + 3 = a 8 , (2), z+3-ß a , (3), ω+3=γ· , (4). 

Έκ των (2, 3. 4) είναι δια προσθέσεως αυτών κατά μέλη y+z+ö+9=a 1 ,+ß i+Y , i 
καΐ έκ της (1), 10=α ,+β*+Υ>· 'Επομένως πρέπει ό 10 να άναλυθη etc άθροισμα τριών 
τετραγώνων, έκαστος τών όποιων να είναι μεγαλύτερος του 3. Εφαρμόζει προς τούτο 
τήν μέθοδον, την οποίαν 2χει ονομάσει «παρισότητος άγα>γήν», δηλ. μέθοδον προσεγγί­
σεως καΐ δχει ήδη χρησιμοποιήσει είς τό 9ον πρόβλημα του V βιβλίου. 

Κατά ταύτην, επειδή πρόκειται περί αναλύσεως αριθμού είς τρία τετράγωνα λαμ­

βάνει τό -γ τοΟ άριθμοΟ καΐ ζητεί να εορη ποίον τετραγωνικόν κλάσμα θά πρόσθεση 

είς αυτό δια νά πρόκυψη τετράγωνος αριθμός, ήτοι 

•y + ^ Γ = τετράγωνος, (5). 

'Επειδή ό παρονομαστής του πρώτου δρου δηλοί τον αριθμόν τών τετραγώνων 
είς τά όποια πρέπει νά άναλυθη ό 10 θέτει 

x=3t καΐ x*=9t», (6). 
Επομένως θά είναι 

1 0 ι ! Λ. « 30 . 1 
Τ ~W = τ ε τ Ρ ά > ' ω ν ο < : ' Ί "g" + "g^~ =τετράγωνος, 

καί έκ ταύτης 30ΐ:8+1=τΕτράνωνος · 9ί8=τετράγωνος. 
θέτει τόν τετράγωνον τούτον Ισον προς (5t+l)a, οπότε εΐναι 

30t 8+l=(5t+l) a, έξ ής t=2, 
καί έκ της (6) είναι χ 9=36. 

Δι" αντικαταστάσεως είς τήν (5) λαμβάνει 

10 
3 "*" 36 ~ 36 "~ \ 6 / ' 

Τρία τετράγωνα Ισα, πλευράς έκαστον -=-, είναι 
ο 

3.J2J_ = J363_ 
J 36 36 * α 

"Όθεν πρέπει ή πλευρά έκαστου τών τετραγώνων τούτων νά γίνη κατά προσέγγισιν Ιση 

προς -g-. 

Ό 10 αναλύεται είς άθροισμα δύο τετραγώνων, ήτοι είναι 10=3*+!'· (Σημείω-
σις : "Η μέθοδος προσεγγίσεως εφαρμόζεται μόνον, δταν ό προς άνάλυσιν αριθμός είναι 

16 9 
άθροισμα τετραγώνων). Καί είναι 1" = ^ Ë + •==·. θ ά είναι άρα 
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4 3 
Al πλευροί των 3 τούτων τετραγώνων είς τα όποια αναλύεται 6 10 είναι 3, -5-, -ξ·· 

Πρέπει λοιπόν ή πλευρά έκαστου των τετραγώνων τούτων να κατασκευασθί) κατά 

προσέγγισιν Ιση προς -g-. Τρέπει τάς τιιαάς των πλευρών 

U± ± IL) 
V' 5 ' 5 ' 6 / 

είς ομώνυμα κλάσματα ( g , f i , -g , • § ) 
καΐ παραλείπων τους παρονομαστάς λέγει δτι έαν at πλευραί των τριών τετραγώνων 
etvai ίσαι προς 55, πρέπει να είναι 55=90—κ=24+λ=Τ8+μ, δπου ol κ, λ, μ θα 
προσδιορισδοΰν. 

Έκ τούτων λαμβάνεται κ=35, λ=31, μ=37. 
θά είναι άρα 

s(f),-(»-5),+a+ä),+(f+ 37V 
30 / 

3fi3 
Tò άθροισμα δμως των τριών τούτων ίσων τετραγώνων εΤναι - _- , δπερ είναι 

μεγαλύτερον του 10. 
Δια να είναι το άθροισμα των τριών τετραγώνων ακριβώς Ισον προς 10 εκ­

φράζει τάς πλευράς αυτών συναρτήσει τοΟ χ, (άλλος χ τώρα), θέτων 

(3-35χ)>+ ( - Ì + 3 l x ) ' + ( - f + 3 7 χ ) ' = 10. 

Έκ ταύτης είναι 

3555χ'+10-116χ=10, έξ ής χ = - ^ - . 

Επομένως τα τρία ζητούμενα τετρά/ωνα καί al πλευραί αυτών είναι 

,_ Λ « _JJ6_\' 1745041 
α
~ V 3555 / " 505521 ' 

R
^ / l , , . 116 \»_ 1658944 

Ρ
 ~~ V 5 "*" ' " 3555 / " 505521 ' 

V.-/.L+37 116 V - 1 6 5 1 2 2 5 

y l 5 T 3555 / " 505521 ' ' 711 
"Οθεν είναι : 

α —• 

β = 

1321 
711 

1288 
711 

1285 

έκ της (2), y=a»—3 = 

έκ της (3), z=ßa—3 — 

228478 

505521 

142381 

έκ της (4), ω=γ*—3 = 

505521 

134662 

505521 

„ . . 228478+142381+134662 505521 , 
Κ α 1 ε Ι ν α ι 5Ô552Ï - 1Ö552T ~ ] ' 
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Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α 1 2ον 

Να διαιρεθη ή μονάς είς τρεις αριθμούς καΐ να προστεθώ είς δκαστον έξ αυτών 
είς δοθείς, διάφορος εις ε*καστον, αριθμός, καΐ να σχηματίζη Εκαστος τετράγωνον. 

"Εστωσαν οι τρεις αριθμοί είς τους οποίους διαιρείται ή μονάς, ol y, z, ω καΐ 
τρεις προστιθέμενοι είς αοτους αντιστοίχως αριθμοί, ol δι, δ ι • δ •, οπότε κατά το 
πρόβλημα είναι 

ν + ζ + ω = 1 , y+ö,=a», ζ+δ8=β», ω+δ«=γ 8 . 

Λαμβάνει δ,=2, δ 8 =3, δΒ=4, οπότε είναι y+z+ca=l, (1), y+2=a», (2), 

ζ+3=β 8 , (3), ω+4=γ 8 , (4). 

Έκ τών σχέσεων (2, 3, 4, 1) εϊναι y4-z-Ho-f2+3+4—10=aB+ß,+Y'· 

"Ανάγεται επομένως το πρόβλημα είς το να άναλυθη δ 10 είς άθροισμα τριών 
τετραγώνων, έκαστος των οποίων να είναι αντιστοίχως μεγαλύτερος του 2 τοΟ 3 καΐ 

του 4. Προσθέτει είς ε*καστον των αριθμών τούτων, -=- καΐ λέγει δτι πρέπει να 

είναι 2 < α 8 < 2 - ^ - , 3 < β ' < 3 - 1 4 < γ 8 < 4 - 1 

Κατόπιν τούτων λέγει δτι ανάγεται πάλιν το πρόβλημα είς το να άναλυθο ό 
10=1*Η-33 είς άθροισμα άλλων δύο τετραγώνων, 

10=α»+λ ΐ, έξ ών 2 < a ' < 2 ~ , οπότε a 8 - 2 = y . 

Kai πάλιν αναλύει τον λ" είς δύο τετραγώνους, τους β», γ', ω^τε νά είναι 

3<β '<3-^- καΐ 4 < γ » < 4 ~ , οπότε β«—3=ζ καΐ γ8— 4=ω. 

[Σημείωσις : Ό Διόφαντος υποδεικνύει τήν λύσιν μέχρις έδω. Τήν συνέχειαν της 
λύσεως διετύπωσε πρώτος ό G. Wertheim είς τήν γερμανιστί δκδοσίν του τών "Αρι­
θμητικών του Διοφάντου, σελίς 218, Die Arithmetik des Diophantos, Leipzig 1890]. 

Προς εορεσιν του α· χρησιμοποιουμεν τήν μέθοδον προσεγγίσεως (παρισότητος 
άγα»γήν) τήν χρησιμοποιουμένην υπό του Διοφάντου είς το πρόβλημα 9 του V βιβλίου. 

θέλομεν νά είναι 2<α* < 2 - ^ - , ΆναζητοΟμεν κλάσμα της μονάδος τετρα-

1 5 
γωνικόν, το οποίον προστιθέμενον είς τόν 2 -=- = -=- καθιστή τούτον τετράγωνον. 

5 1 
"Εστω "ο" Η Γ = « ' Φ Αγώνος, (5). 

ΚαλοΟμεν x8=4t», οπότε 2χομεν 

-γ + -£Γ — τετράγωνος, ή -j- + -^- =τετράγωνος, 

ή 10ιΜ-1=τετράγωνος, εστω=(3τ-|-1)8. 
Έκ ταύτης λαμβάνομεν t=6, t»=36, χ»=4·t'=4.36=144. Δ" αντικατα­

στάσεως είς τήν (5) Εχομεν 
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ΆφοΟ το 2ν βοηθητικον τετράγωνον έκ των δύο είς τα οποίο αναλύεται Ô 10 

είναι κατά προσέγγισιν Ισον προς 2 -=- ή κατά προσέγγισιν 

(«y- 73 5 
C 144 * 2 ' 

το άλλο θα εΐναι κατά προσέγγισιν Ισον προς 7 — . Άναζητουμεν καΐ έδώ τετραγω-

νικόν κλάσμα της μονάδος, δπερ προστιθέμενον είς τόν 7 -=- καθιστή τούτον τετράγω-

νον. "Εστω -ψ + · ~ =τετράγωνος. 

15 1 30 1 
ΚαλοΟμεν x s =4t ,

I οπότε Ιχομεν -=- + -^ΓΓ = τετράγωνος, ή —- + ττ = 

= τετράγωνος, 30t*+l = τετράγωνος, έστω = (5t+1)8, έξ ής t=2, t«=4, χ»=4·4=16. 
'Επομένως τό δεύτερον βοηθητικόν τετράγωνον έκ των δύο είς τά όποια άνα-

λύε,α> 8 10 είνα, 7 - 1 + ^ = 3 | = ( ^ - ) , _ 7 ± > 7 - 1 . 

ΑΙ πλευραΐ των δύο ευρεθέντων βοηθητικών τετραγώνων είναι 

19 II 19 33 
•^ καί — ή -^- καΐ - ^ . Επειδή δμως 

W+iSr-SF»· 
πρέπει αϊ πλευραΐ των τετραγώνων τούτων να έλαττωθώσιν, ώστε τά δύο τετράγωνα 
να ε*χωσιν άθροισμα 10. 

Ό 10=1»+3«. Είναι δέ ακόμη 10 ^ ( i f ) ' + ( f i ) ' ' 

Συγκρίνομεν τάς πλευράς τών τετραγώνων της δευτέρας αναλύσεως τοΟ 10 προς 
τάς πλευράς τών τετραγώνων της πρώτης αναλύσεως. Κατά ταύτα είναι 

19 . , 7 , 33 , 3 
12 = 1 + Ϊ2 Κ α 1 Ì 2 = 3 - T 2 · 

Πρέπει λοιπόν αϊ πλευραΐ τών δύο βοηθητικών τετραγώνων, αϊ ί ^"Tö") κα^ 

( 3— -rs- ) νά μεταβληθώσιν, ώστε νά εύρεθώσιν άλλαι, τών οποίων τά τετράγωνα να 

δχωσιν άθροισμα 10. Έκφράζομεν τάς ζητουμένας αύτάς πλευράς συναρτήσει του χ 
καί τών προηγουμένων τιμών οπότε δχομεν (1+7χ)' 4- (3—3χ)* = 10. 

(*Εκ της παραλείψεως τών παρονομαστών λαμβάνονται μικρότεροι αριθμοί). Έκ 
2 

της προηγουμένης έξισώσεως δχομεν χ = -^. 

"Ωστε τό πρώτον τετράγωνον έκ τών δύο είς τά όποια αναλύεται Ô 10 είναι 

1849 
(w *)•-(§)'- 841 

καί τό δεύτερον είναι 
Λ-3. Ay=/81V 6561, 
V 29 J V29/ '841 
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Είναι δέ 2 < -^χτ <2 -τ- . Τώρα πρέπει το δεύτερον τετράγωνον -=-=- να άνα-
ο4Ι έ 041 

λοθίί είς άθροισμα δύο τετραγώνων δια να Ιχη άναλυθή Ô 10 είς άθροισμα τριών τε­
τραγώνων. Τούτο επιτυγχάνεται κατά το δον πρόβλημα του II βιβλίου των 'Αριθμητι­
κών. ΚαλοΟμεν tò έν των ζητουμένων τετραγώνων χ8, οπότε το άλλο θα εΤναι 

-τττ; χ | . θέλομεν δμως, δπως 3 < χ 9 < 3 -γ. 

Δια να έπιτύχωμεν τοιούτο τετράγωνον έφαρμόζομεν τήν μέθοδον του 10ου προ­
βλήματος του V βιβλίου των Αριθμητικών, θέτομεν τον χ» μεταξύ δύο ορίων, εκλέ­
γοντες δύο τετράγωνα ευρισκόμενα εγγύς του 3 καΐ του 4. Τοιαύτα τετράγωνα εΤναι τα 

4 9 , Μ , Λ 49 . , . 64 , 7 . . 8 ... 
Ì6 Κ α 1 Ϊ 6 · Ω σ Τ ε : Τ6 < Χ < 1 6 κ α 1 Τ < Χ < Τ · ( 5 ) · 

"Εξισώνομεν τώρα το τετράγωνον —^-τ. χ* προς §ν τετράνωνον της μορφής 
Ö41 

\ 29 — μ Χ ) ' ^ π ο υ ° μ π Ρ ^ π ε ι ν α προσδιορισθη. [Ή θέσις του χ* μεταξύ δύο ορίων γί· 

( 81 \ ' 

— —μχ J γίνεται 
επί τη βάσει τοΟ 8ου προβλήματος του II βιβλίου των Αριθμητικών]. Κατώ ταύτα θα 
δχωμεν 

6561 . /81 \ ' , , , 162 μ Ι/Ά 

- 8 4 Γ " μ Χ = ( 29 - μ χ ) ' έ ξ ^ Χ = 29άΐΜ=ΐΤ' ( 6 ) · 
Πρέττει δέ νά είναι κατά τήν σχέσιν (5) 

_7_ . 162 μ . _8_ 
4 ^ 29(μ*+1) ^ 4 ' 

Έπιλύομεν τήν πρώτην ανισότητα -—- < 2Qf u ! n — κ α τ α τ ^ ν ^θοδον τ 0 " ^ ι 0 " 

φάντου : 

203« μ .+„<64 8 μ . μ · + 1 < « £ . »"- ^ < - ' · ( " - ffl)'<-'+ ( i ) ' · 

έξ ής μ<2,84. Κατά τον αυτόν τρόπον λαμβάνομεν έκ της ανισότητος 

2 ^ Z T j < Τ τ ή ν τ ΐ μ ή ν ^ > 2 ' 3 7 · 6«6τε Ιχομεν 2,37<μ<2,84. 

Λαμβάνομεν μ=2 -=-, ήτοι κατά προσέγγισιν τόν μέσον δρον τών τιμών 2,37 

καΐ 2,84, καΐ άντικαθιστώντες είς τήν (6) έχομεν 

1620 „ 2624400 
Χ = — ^ Γ 7 — ι Χ ' = 

841 ' 707281 ' 

Ιχομεν δηλαδή τόν πρώτον τετράγωνον έκ τών δύο τετραγώνων είς τους οποίους άνα-

λύεται δ τετράγωνος -775— ΚαΙ δι" αντικαταστάσεως της τιμής του χ» είς τήν σχέ­
διο 



— 138 — 

σιν —öjj χ8 λαμβάνομεν τον δεύτερον τετράγωνον δστις θα είναι 

6561 2624400 2893401 /1701Χ» 
841 707281 "~ 707281 V 841 / ' 

"Ώστε ot τρεις τετράγωνοι είς τους οποίους αναλύεται 6 10, πληρουμένων των 
τριών συνθηκών 

2 <α» <2 -y, 3 <β· <3 γ , 4 <y» <4 γ­

ι »- Ί 8 4 9 D,_ 2624400 , _ 2893501 

είναι α - ^ , ρ _ 7Qmì , y - ? ( ) 7 2 8 1 · 

θα είναι δρα έκ των (2, 3, 4) 

_ 1849.841 _ 140447 _ 2624400 _ 502557 
7~ 841-841 707281' ζ ~ 707281 707281 

χ 2893401 64277 _. . . , , , 

ω = 1072βΓ- 4 = 7072βί· Ε ί ν α ΐ 5 έ Γ + ζ + ω = 1 -

(Σημ. Ό β1 δέν είναι <3 γ , άλλα εΐντα β» <4. "Επρεπε να τεθη ô χ» με-

49 / 23 \ ' 529 

ταξύ τών ορίων j? <x s < ί - ^ j , διότι ô τετράγωνος rj- είναι έγγύτερον προς 
τον 3 γ ή ό τετράγωνος -—· ό β2 γί\εται < 3 - y , αν τεθη μ=2 ^ , αντί μ=2-2". 

ΕΙς τήν περίπτωσιν δμως της αλλαγής της τιμής τοΟ μ θά έπηρεάζοντο αϊ τιμαί 
τών ζ, ω]. 

Λ Η Μ Μ Α Ιον νΐου βιβλίου 
χρήίΐμον είς το 12ον πρόβλημα του αυτοί) βιβλίου. 

Νά εύρεθή όρθογώνιον τρίγωνον, δπως ή διαφορά τών καθέτων πλευρών είναι 
τετράγωνος αριθμός, καΐ ή μεγαλύτερα κάθετος είναι τετράγωνος, προσέτι δέ δπως τό 
εμβαδόν αύτου συν τήν μικροτέραν κάθετον σχηματίζη τετράγωνον. 

"Εστω έκ των καθέτο-tv πλευρών του ορθογωνίου τριγώνου y>z, Katà τό λήμμα 
θα είναι 

y-z=a», (1), y=ß», (2), γ yz+z=y\ (3). 

Κατασκευάζει όρθογώνιον τρίγωνον έκ δύο αριθμών μ, ν κατά τήν ταυτότητα 

(2μν)'+(μ»—ν»)9=(μ»+ν3)> 

καΐ λαμβάνει τήν μεγαλυτέραν κάθετον y=2μv καΐ τήν μικροτέραν ζ=μ ΐ—ν*. Κατά 

τήν (1) θά εΤναι 2μν—(μ»—ν»)=α». 

Τούτο λέγει συμβαίνει πάντοτε άν έκ τών λαμβανομένων δύο αριθμών μ, ν ό 
μεγαλύτερος είναι διπλάσιος τοΟ μικρότερου, έστω μ=2ν. Δι" αντικαταστάσεως είς 
τήν προηγουμένην ίσότητα λαμβάνει 

4ν»— (4ν·—v»)=v·, 
οπότε πληρούται και ή συνθήκη (2), 

ν=2μν=4ν*=β ΐ, 
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Έκ της (3) λαμ3άνει δι" αντικαταστάσεως 

_L . 4ν3 · (4va—va)-H4v»-va)=ya, ή 6w*-h3v»=ya, ή 6v a+3=fr a : ν«)=τετράγωνος, (4). 

"Ανάγεται λοιπόν το πρόβλημα, λέγει, είς το να εϋρωμεν αριθμόν, τοο οποίου το 
έξαπλάσιον του τετραγώνου του συν 3 να είναι τετράγωνος αριθμός. ΤοιοΟτος αρι­
θμός είναι ή μονάς καί άλλοι άπειροι άρ,θμοί, οπότε ν=1 καΐ μ=2. 

"Ωστε το όρθογώνιον τρίγωνον του όποιου αϊ κάθετοι πλευραΐ πληροΟσι τός 
συνθήκας (1, 2, 3) κατασκευάζεται έκ τών δύο αριθμών 1 καί 2, οπότε θα 6χη πλευ­
ράς (4, 3, 5). 

[ Σ η μ ε [ ω σ ι ς 

Δια τήν σχέσιν (4) λέγει ό Διόφαντος δτι αΰτη επαληθεύεται δια της μονάδος 
(ν=1) καί άλλων απείρων αριθμών. €"Εστι δέ ή μονάς μία (ή έπαληθεύουσα) καί άλ· 
λοι άπειροι αριθμοί». Ουδέν σχόλιον έσώθη έξ οΰ να φαίνεται πώς ευρίσκονται ol άλ* 
λοι άπειροι αυτοί αριθμοί. Τούτο βεβαίως ήτο γνωστόν είς τον Διόφαντον, διότι άλ­
λως δέν θά άγραφε περί άλλων απείρων αριθμών. 

Έάν χρησιμοποιήσωμεν τους γνωστούς έκ τών 'Αριθμητικών του Διοφάντου τρό­
πους προς εορεσιν της μονάδος ή όποια επαληθεύει τήν σχέσιν (4), τήν οποίαν θέτο-
μεν ύπό τήν μορφήν 6xa+3=y*, 

θά 2χωμεν 6χ·+3=(2χ±1)\ έξ ής χ = ± 1 . 

Ό δεύτερος ακέραιος, έκτος της μονάδος, ό όποιος επαληθεύει τήν προηγουμέ-
νην έξίσωσιν είναι ό 11, ό όποιος ευρίσκεται έκ της σχέσεως 

6χ»+3=(3χ±6)3, έξ ής εΐναι χ = ± 1 1 καί ± 1. 

Τό πρόβλημα, ύπό τήν γενικήν του μορφήν 

ax a+ß=y a , (5) 
Ελυσεν ό Euler δια τεχνάσματος, χρησιμοποιήσας τήν μέθοδον της διπλοΐσότητος του 
Διοφάντου. Έν συνεχείς δ Euler ευρίσκει κα! τάς άκεραίας λύσεις της έξισώσεως (5). 

Ή λύσ-,ς τοΟ Euler 

Δια νά λύσωμεν τήν έξίσωσιν a x s + 3 = y a i δπου α, β ακέραιοι είναι αναπό­
φευκτος άναγκαΐον νά γνωρίζωιιεν ή νά μαντεύσωμεν τουλάχιστον μίαν λύσιν αυτής' 
διότι άλλως θά ήτο ματαιοπονία νά ζητώμεν τοιούτουο αριθμούς, επειδή ϊσως ή πα-
ράστασίς νά μή λύεται. 

"Οθεν δεχόμεθα δτι υπάρχει μία λύσις αν θέσωμεν x=f, οπότε τό προκύπτον 
τετράγωνον Ιστω ga καί ή παράστασις νά γίνεται afa-j-ß=g8. δπου f καί g είναι 
αριθμοί γνωστοί. 

Έκ τούτου είναι ενδιαφέρον νά ΐδωμεν πώς θά εορωμεν ακόμη άλλας περιπτώ­
σεις. Ή Ιρευνα αοτη εΐναι τόσον σιτουδαιοτέρα, δσον περισσοτέρας δυσκολίας εμφα­
νίζει, τας οποίας δμως ημείς θα ύπερνικήσωμεν δια τών ακολούθων τεχνασμάτων. 

'Επειδή ευρέθη ήδη ή λύσις af-|-ß=g καί έκτος τούτου δέον δπως είναι 
axa-r-ß=y*, άφαιρουμεν τήν πρώτην έξίσωσιν άπό της δευτέρας καί δχομεν 

axa—afa=ya—ga. 

Τήν παράστασιν ταύτην άναλύομεν είς γινόμενα παραγόντων (σημ. συγγ. μέθο­
δος διπλοΐσότητος του Διοφάντου) καί ε*χομεν 

α(χ-Η) (x-f) = (y+g) (y-g). 
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Πολλαπλασιάζομεν αμφότερα τα μέλη επί το γινόμενον pq καΐ δχομεν 

apq (x+f) (χ—f)=pq (y+g) (y—g). 

Δια va λύσωμεν τώρα αυτήν τήν έξίσωσιν χωρίζομεν είς 

αρ (x+f) = q (y+g) καΐ q (χ—f) = p (y—g) 
καΐ ζητουμεν va προσδιορίσωμεν τους χ καΐ y. Ή πρώτη έκ των σχέσεων τούτων 
διαιρούμενη διά q δίδει 

y + g = apx+apf | 

ή δέ δευτέρα διαιρούμενη δια ρ δίδει y—g= — ^-· 

Έάν άφαιρέσωμεν τήν δευτέραν έκ της πρώτης θα §χωμεν 

2 _ (ap '-q ' lx+iap'+q') ! 
pq 

Πολλαπλασιάζοντες επί pq λαμβάνομεν 2pqg = (ap a-q') χ + (ap'+q'Jf και 

* - 2gpq (ap'+q1)* 
έκ ταύτης αρ9—q» apa—q» ' 

Έκ τούτου εύρίσκομεν 

___ , 2gq» (ap'+q»)fq 
y g _ r ap"-q» (ap8-q')p 

SÌ 
Ρ 

f\ g(ap»+q')-2afpq 
y ap»-q s 

Δι" άλλου τεχνάσματος ευρίσκει ό Euler τάς άκεραίας λύσεις της έξισώσεως (5). 
[Leonhard Euler, Vollständige Anleitung zur Algebra, Reclam, Stuttgart, von Joseph 
E. Hofmann, 1959, σελ 414) ]. 

Λ Η Μ Μ Α 2ov. Vloo βιβλίου χρήσιμον είς το 12ον πρόβλημα τοο αύτου βιβλίου. 

Έκ δύο δοθέντων αριθμών, των οποίων το άθροισμα είναι τετράγωνος, εύρίσκον 
ται άπειροι τετράγωνοι των όποιων έ*καστος πολλαπλασιασθείς επί äva τον δοθέντα 
καί προσλάβω ν τόν άλλον σχηματίζει τετράγωνον. 

Έστωσαν οί διδόμενοι αριθμοί α καί β, ώστε α+β=κ*. Είναι δυνατόν λέγει να 
ευρεθούν άπειροι τετράγωνοι αριθμοί 

λ», μ», . . . . ώστε νά είναι αλ 2 +β=τ*. βμ'+α=σ* . . . . 

Λαμβάνει α=3, β=6, οπότε είναι 3+6=3*. 

Κατά το λήμμα είναι δυνατόν νά ευρεθούν άπειροι τετράγωνοι, λ1, μ", . . . . 
ώστε νά είναι 

3λΗ-6=τ», (1), 6μ'+3=σ 9, (2). 

Έστω λ ΐ = ( χ + 1 ) 2 = χ 8 + 2 χ + 1 , οπότε κατο τήν (1) είναι 

3(χ*+2χ+1)+δ=ι\ ή 3Χ»+6Χ+9=Τ», 2στω =(3-3χ) 9. 

Έκ ταΰχης είναι χ=4. θα είναι άρα λ 9=(χ+1) 9=(4+1) 9=25 καί είναι 

3,25+6=9». Έάν 3χ 9 +6χ+9=(3-4χ) 9 θά είναι 

30 . . - /30 , ,γ , . - / 4 3 \ 9 6561 / 81 \» 
χ = π καί είναι 3 ( π + ΐ ) +6=3 ( π ) + 6 = - ^ = ( π ) · 
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Κατά τήν (2), èàv θέσωμεν μ 9=(χ+1) 9 θα Ιχωμεν 

6χ"+12χ-|-9=σ\ έ*στω =(3-3χ) 9, έξ ής χ=10. θα είναι άρα 

μ»=(χ+1)»=Π*=121 καΐ είναι 6.121+3=27». 

Έάν 6χ 9+12χ+9=(3-5χ) 9, θα εΐναι χ = ~ καΐ είναι 6 ( ^ § + 1 ) ί + 3 = ( ^ ) ' · 

"Ωαττε το πλήθος των ευρισκομένων τετραγώνων λ*, μ',...είναι όσονδήποτε μενάλον. 
Γενικώς δέ, έάν α + β = κ 9 , ή παράστασις a y ' + ß δύναται να γίνη τετράγωνος, 

èàv τεθή y=x-f-l. Δι* αντικαταστάσεως θα είναι 
α(χ-Η) 2 +β=αχ 9 +2αχ+α+β, = τετράγωνος ή 

αχ 9 +αχ+κ», έστω =(κ—λχ)9, έξ ης 

2(α+κλ) , λ 9 +2κλ+α ,., , . 
Χ = JÄT Κα1 γ = λ9- α ' ( Κ ^ σ ) · 

Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α 12ον του Vlou βιβλίου 

Να εύρεθή δρθογώνιον τρίγωνον, δπως το εμβαδόν αύτου σύν έκατέραν τών κα­
θέτων πλευρών σχηματίζη τετράγωνον. 

"Εστωσ^ν αϊ κάθετοι πλευρά! του ζητουμένου ορθογωνίου τριγώνου al y, z. 
Κατά το πρόβλημα θα είναι 

- y y H - y - a " , (1), - y y z + z = ß 3 , (2). 

θέτει τάς τρεις πλ,ευράς του ορθογωνίου τριγώνου (5χ, 12χ, 13χ). Κατά 
τήν (2) εΤναι 

30xa4-12x=ßa, (3), Εστω =36χ9, έξ ής x=2, 

οπότε πληρούται το έπίταγμα τοΟτο. 
Κατά τήν (1) είναι 30χ 9 +5χ=α 9 , (4). Δια χ = 2 εΐναι α9=130, ήτοι δ 130 δέν 

είναι τετράγωνος. "Οθεν πρέπει να μεταβληθη ή τιμή του β2=36χ9. "Εστω β 9 =λ , χ ,

1 

12 οπότε έκ της (3) είναι χ = καΐ δι' αντικαταστάσεως είς τήν (4) έχομεν 

Χ(-ΤΪ=ΧΓ)'+-ΤΪ=!ΕΓ=α'· « W = » " « 6 0 λ . + 2 5 2 0 = τ ε τ ρ 4 γ ω ν ο ς , (5). 
*Η σχέσις αΰτη πληρούται κατά το δεύτερον λήμμα, δταν 60 + 2520=τετράγωνος (6). 
'Εξετάζει τήν προέλευσιν τών αριθμών 60 καί 2520 Ό 60=5 · 12, ήτοι είναι το γι-
νόμενον τών συντελεστών τών καθέτων πλευρών (5χ, 12χ). Ό αριθμός 2520=12 (12—5). 
30, ήτοι είναι τό γινόμενον το0 συντελεστού της μεγαλύτερος καθέτου (της 12χ) επί 
τήν διαφοράν τών συντελεστών τών καθέτων πλευρών, επί τον συντελεστήν του εμβα­
δού του τριγώνου. 'Ανάγεται λοιπόν τό πρόβλημα είς τό, Ì à εύρεθη δρθογώνιον τρίγω­
νον, ώστε τό γινόμενον τών καθέτων πλευρών σύν, τήν μεγαλυτέραν κάθετον, επί τήν 
διαφοράν τών καθέτων πλευρών, έπί τα εμβαδόν, νά είναι τετράγωνος. 

Κατασκευάζει βοηθητικόν δρθογώνιον τρίγωνον έκ δύο αριθμών, τών οποίων δ εΤς 
νά είναι διπλάσιος του άλλου, (Ιστω έκ τών αριθμών 1 καί 2). Κατά τό πρώτον λήμμα 
ή μεγαλύτερα κάθετος του τριγώνου τούτου είναι τετράγωνος. Έάν καλέσωμεν τάς 
πλευράς του βοηθητικού τούτου τριγώνου τ, σ ( τ > σ ) καί τό εμβαδόν αύτου 

Ε = Τ τ σ 

θα δχωμεν έκ τής αναλύσεως τής (5) στ + τ (τ—σ) Ε = τετράγωνος. 
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Δια διαιρέσεως αμφοτέρων των μελών της έξισώσεως ταύτης δια του τετραγώ· 
νου αριθμού τ θα έ*χωμεν σ + (τ—σ) Ε = τετράγωνος, (7). 

"Οταν κατασκευασθη το βοηθητικόν τρίγωνον έκ των αριθμών 1 καΐ 2 αϊ πλευ-
ραί του θα είναι 3, 4, 5. Κατά το πρώτον λήμμα είναι ή διαφορά των καθέτων πλευ-

ρών τετράγωνος, 4—3=1·, 4=2' (ή μεγαλύτερα κάθετος) καί -=- · 4 -3+3=3». 

Κατά το δεύτερον λήμμα, επειδή ( -=- · 4 · 3+3J = 3 ' είναι δυνατόν νά εύρεθή 

μέγα πλήθος τετραγώνων, ώστε το γινόμενον ένας τετραγώνου έκ τούτων επί ενα τών 
αριθμών (6 ή 3) συν τον άλλον νά είναι τετράγωνος. Εις έκ τών τετραγώνων τούτων 
είναι ή μονάς, οπότε είναι 6 · 1 '+3=3', σχέσις άντιστοιχοΟσα είς τήν (7), δπου 

τ — σ = 4 — 3 = 1 » , Ε=6, σ=3. 
"Ωστε αϊ πλευραί τοΟ βοηθητικού ορθογωνίου τριγώνου είναι (3, 4, 5). Κατόπιν τούτου 
θέτει τάς πλευράς του ζητουμένου ορθογωνίου τριγώνου 3χ, 4χ, 5χ (αντί τών 5χ, 12χ, 13χ). 

Κατά τήν (2) είναι 6χ'+4χ=β», έ*στω = f x · , (8), καί κατά τήν (1) εϊναι 
4 

6χ»+3χ=α·, (9). Έκ τής (8) λαμβάνει χ = „ _ 6 καί δι" αντικαταστάσεως είς τήν 

(9) έχει 
12t»4-24 

t4-f-36-12ta = g ' ' ^ 12t8+24=aï(t»-6)»1 ή 3t»+6 = τετράγωνος, (10). 

Επειδή 3+6=3 ' είναι δυνατόν νά ύπολογισθή ό t κατά τό δεύτερον!λήμμα. /Εστω 
ί = λ + 1 . Δι' αντικαταστάσεως είς τήν (10) λαμβάνεται 3(λ+1)'+6=τετράγωνος, 

έ*στω=(3-3λ)', έξ ής λ=4, λ + 1 = ΐ = 5 , t '=25. 
4 

Δι* αντικαταστάσεως είς τήν (8) είναι 6χ»+4χ=25χ9, έξ ής χ = -τχ · ΑΙ πλευραί άρα 

του ζητουμένου ορθογωνίου τριγώνου θα είναι 

, _£_j2 d J_ Ü ς -I — i?, 
19 " " 19' 19 ~~ 19' 19 19' 

είναι δέ 

-L 21 ll + ll-fllY -L i2- i6. , ΐ 6 / 2 ο \ ' 
2 19 ' 19 "^ 19 V19/ 2 19 ' 19 + 19 V 19 / ' 


