
ΕΥΑΓΓΕΛΟΥ Σ. ΣΤΑΜΑΤΗ 

ΕΠΙ ΤΩΝ ΟΡΙΣΜΩΝ 17 ΚΑΙ 18 ΤΟΥ 5 ο υ ΒΙΒΛΙΟΥ 

ΤΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΤΟΥ ΕΥΚΛΕΙΔΟΥ ΚΑΙ ΤΟΥ ΟΡΟΥ "ΔΓ ΙΣΟΥ,, 

ΟΙ ορισμοί 17 καΐ 18 του 5ου Βιβλίου των Στοιχείων του Εύκλείδου Ιχουσιν 
ώς έξης : 

Όρισμος 17 

Δι* Ισου λόγος είναι, έάν ύπάρχωσι πολλά μεγέθη καΐ άλλα Ισα κατά το πλήθος 
προς αυτά, λαμβανόμενα δέ ανά δύο είναι εις τόν αυτόν λόγον, δταν ό λόγος του πρώ 
του προς τό τελευταΐον είς τα πρώτα μεγέθη είναι Ισος προς τόν λόγον τοΟ πρώτου 
προς τό τελευταΐον είς τα δεύτερα μεγέθη' ή άλλως' λήψις των άκρων καθ' ύπεξαίρεσιν 
των μέσων. 

Κατά τόν δρισμόν τούτον καΐ τό θεώρημα V, 22, έάν δοθωσιν al δύο γεωμετρικά! 
άκολουθίαι, του αοτου πλήθους δρων έκατέρα, της μορφής α, αρ, αρλ, αρλμ . . . . καΐ 
β, βρ, βρλ, βρλμ . . . . δπου είναι 

- * β (1) 

(2) 

(3) 

<δι' Ισου λόγος» είναι ή σχέσις — γ - = . ζ , (4), ή οποία λαμβάνεται δια πολ
λαπλασιασμού των Ισοτήτων (1, 2, 3) κατά μέλη. ΕΙς τό θεώρημα 22 του 5ου Βιβλίου 
των Στοιχείων γίνεται άπόδειξις τής σχέσεως (4), διότι δ Ευκλείδης περιλαμβάνει κατ' 
αοτήν καΐ τήν περίπτωσιν, καθ' ήν ol δροι των κλασμάτων αυτής είναι ασύμμετροι 
αριθμοί. 

ΕΙς τι χειρόγραψον των Στοιχείων ό <δι' Ισου λόγος» τοΟ ορισμού 17 ονομάζεται 
τεταγμένη αναλογία (II τόμος τής κατά I. L. Heiberg εκδόσεως των Στοιχείων, σελίς 
7). Φαίνεται λίαν πιθανόν, δτι ή ονομασία αοτη είναι γνησία καΐ δτι ό «δι* Ισου λόγος» 
(αναλογία) θα έχαρακτηρίσθη υπό του Εύκλείδου ώς <τεταγμένη αναλογία» προς διά-
κρισιν των δύο σχέσεων του ορισμού 18, αΐτινες ονομάζονται τεταραγμένη αναλογία. 

Όρισμος 18 

Τεταραγμένη δέ αναλογία είναι, δταν, έν φ" ύπάρχουσι τρία μεγέθη καΐ άλλα Ισα 
κατά τό πλήθος προς αυτά, γίνηται ώς μέν είς τα πρώτα μεγέθη ήγούμενον προς έπό-
μενον, οϋτως είς τα δεύτερα μεγέθη ήγούμενον προς έπόμενον, ώς δέ είς τα πρώτα με
γέθη έπόμενον προς άλλο τι, οοτως είς τα δεύτερα άλλο τι προς ήγούμενον. 
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Κατά τον δρισμον τούτον καΐ το θεώρημα V, 23, âàv δοθώσιν al άκολουθίαι 
Α, Β, Γ καΐ Δ, Ε, Ζ οπού είναι 

Ί Η Τ · <« 

- = -^- (2) Γ Ε * w 

al σχέσεις (1, 2) ονομάζονται «τεταραγμένη άναλογία>. 

Ό όρος «δι' ίσου» 

Τον δρον <δι* ϊσου> συναντώμεν είς τα κάτωθι 17 θεωρήματα των Στοιχείων : 

Πέμπτου Βιβλίου 
"Εκτου » 
'Εβδόμου » 
'Ογδόου » 
Ένατου » 

22, 23, 24 (δίς). 
4, 20 (δίς), 22, 23, 24, 
14. 
1, 5, 6, 8, 13, 21. 
19, 36 (δίς). 

ΕΙς τα 15 έξ αυτών (πλην τών V, 23. VII, 14), άφοΟ δίδονται δύο γεωμετρικοί 
άκολουθίαι, του αύτου πλήθους δρων έκατέρα, al Α, Β, Γ καΐ Δ, Ε, Ζ,. .. δπου είναι 

Α = Α = Ρ α, 

Α Δ 
συνάγεται πάντοτε «δι* Ισου άρα» εΤναι — = —-. 

ΕΙς το θεώρημα 23 του 5ου Βιβλίου δίδονται δυο άκολουθίαι έκ τριών δρων έκα
τέρα, αί Α, Β, Γ, καΐ Δ, Ε, Ζ, δπου είναι 

Α Ε 
η Β Ζ 

Β Δ 
= θ 

Γ Ε 
καΐ συνάγεται πάλιν δτι <καΙ δι* Ισου» θα είναι εΙς τον αοτον λόγον, ήτοι 

Α _ Δ 
Γ Ζ ' 

Προς κατανόησιν του δρου «δι' ϊσου» άναγράφομεν κατωτέρω έν συντομία τα 
θεωρήματα 22 καΐ 23 του 5ου Βιβλίου. 

V, 22 

Έάν ύπάρχωσιν οσαδήποτε μεγέθη καΐ άλλα ϊσα κατά το πλήθος προς αυτά, 
λαμβανόμενα δέ άνά δύο είναι είς τον αυτόν λόγον, καΐ δι* Ισου θα είναι είς τον αυτόν 
λόγον 

"Έστω οσαδήποτε μεγέθη τά Α, Β, Γ . . . . καΐ Δ, Ε, Ζ . . . . του αοτου πλήθους 
δρων προς τά πρώτα καΐ 

Α = Α = α ,1, 

f - 1 - ß Ρ)· 
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Λέγω, δτι κοί δι* Ισου θα είναι είς τον αυτόν λόγον. 
"Ας ληφθπ Η=Αρ, θ=Δρ, Κ=Βλ, Λ=Ελ, Μ=Γμ, Ν=Ζμ, (3). 
Έκ των σχέσεων (1, 2, 3) λαμβάνομεν 

Αρ Δρ 
Βλ Ελ 

Βλ Ελ 
Γμ Ζμ 

(4) 

(5). 

Δι* Ισου άρα είναι Ρ = J * . Έαν δέ είναι Αρ = Γμ καΐ συγχρόνως 

^ Α Δ 
Δρ = Ζμ θα είναι κατά τον δρισμόν 5 του 5ου Βιβλίου καΐ -=- = -=-: 

V, 23 

Έαν ύπάρχωσι τρία μεγέθη καΐ άλλα Ισα κατά το πλήθος προς αυτά, λαμβανό
μενα δέ άνα δύο είναι είς τον αυτόν λόγον, είναι δέ τεταραγμένη ή αναλογία aÙTCòvt 

καΐ δι* ϊσου θα είναι είς τον αυτόν λόγον. 
Έστωσαν τα μεγέθη Α, Β, Γ και Δ, Ε, Ζ, τοιαΟτα, ώστε να είναι 

Α _ Ε 
Β Ζ 
Β Δ 
Γ ~ Ε 

ήτοι ή αναλογία αυτόν να είναι τεταραγμένη. 

Ισου λόγοι θα είναι ϊσοι). 
Λαμβάνει Η=Αρ, θ = Β ρ , Λ=Γλ, Κ=Δρ, 

Η Μ 
" θ = Τ Γ : = α 

ή 
6 - Κ - f t 

επάγεται δέ δτι «καΐ δι* ϊσου» είναι 
Αρ 

Π) 

(2) 

Λέγω, δτι 

Μ = £ λ , Ν 

Αρ 
Βρ 

Βρ 
Γλ 

Δρ 

είναι -=- = -=- (δηλ. οί δι* 

= Ζ λ καΐ αποδεικνύει, δτι είναι 

Ελ 
" Ζλ _ α 

- Δ ρ - β 
Ελ β 

Γλ Ζλ 

'Εάν δέ είναι Αρ = Γλ καΐ συγχρόνως Δ ρ = Ζ λ θά είναι κατά τον όρισμόν 5 

Α Δ 
του 5ου Βιβλίου καΐ -=- = -=-. 

Είς τα θεωρήματα V, 22, 23, VII 14 αποδεικνύεται πότε οί €δι' ίσου» λαμ
βανόμενοι λόγοι είναι ϊσοι. ΕΙς τα λοιπά θεωρήματα των Βιβλίων V, VI, VIII, IX, τα 
μνημονευόμενα ανωτέρω, γίνεται άπλως εφαρμογή του δρου δι" ϊσου. Ενδεικτικώς άνα-
φέρομεν τό συναφές μέρος τοΟ 4ου θεωρήματος του VI Βιβλίου. ΕΙς τούτο δ Ευκλείδης 
σχηματίζει τάς δύο ακολουθίας AB, ΒΓ, ΓΑ καΐ ΔΓ, ΓΕ, ΕΔ, δπου είναι 

AB ΔΓ 
ΒΓ ΓΕ Ρ 

ΒΓ ΓΕ 

ΓΑ ΕΔ 

καΐ επάγεται cBi' ϊσου άρα» είναι -=j- = ~Εχ~· 
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Έκ των προηγουμένως εκτεθέντων καθίσταται φανερόν, δτι δ δρος «δι* ίσου» ση
μαίνει τον σχηματισμόν των λόγων των άκρων δρων δύο δοθεισων ακολουθιών. Ώ ς 
προς τάς ακολουθίας αοτάς διακρίνομεν δύο περιπτώσεις : 

1) "Οταν αδται είναι γεωμετρικοί, εχωσι τα αυτό πλήθος δρων καΐ έχωσι σχη-
ματισθή κατά τον αυτόν νόμον. Αδται είναι της μορφής α, αρ, αρλ, αρλμ . . . . καΐ 
β, βρ, βρλ, βρλμ . . . . Δι* ϊσου νοούνται πάντοτε ot λόγοι των Ακρών δρων έκατέρας 

rr ft 
ακολουθίας, ol — ^ — , -^r—. Είναι δέ πάντοτε είς τάς ακολουθίας αοτάς κατά 

αρλμ ρρλμ 

τό V, 22 α - β 

αρλμ " βρλμ ' 
Φαίνεται πιθανόν, δτι ό δρος «δι* ίσου» i-χει προέλθει έκ του γεγονότος, δτι σχη-

ματίζοναι ol λόγοι των άκρων δρων διά παραραλείψεως μεταξύ τούτων ϊσου πλήθους 
δρων είς έκατέραν των ακολουθιών. 

2) "Οταν έκατέρα των δοθεισων ακολουθιών Ιχη μόνον τρεις δρους, τους Α, Β, 
Γ καΐ Δ, Ε, Ζ καΐ εΤναι : 

Λ C 

= η Ο) 
Α 
Β 
Β 

Ε 
Ζ 
Δ 

= θ (2) 

ήτοι ή αναλογία (δηλ. αϊ σχέσεις 1, 2) είναι τεταραγμένη. ΚαΙ είς τήν περίπτωσιν αοτήν 
Α Δ 

«δι Ισου» νοούνται ot λόγοι των άκρων δρων των ακολουθιών, ot —ρ-, - •-. 
_ Α Δ 
Είναι δέ πάντοτε —_ = —=— κατά τό θεώρημα 23 του 5ου Βιβλίου. 

Παρατήρησις. Κατά τήν έκφώνησιν του 3ου θεωρήματος του 5ου Βιβλίου, έάν 
Α=Βρ, (1), Γ=Δρ, (2), ΕΖ=Αλ, (3), ΗΘ=Γλ, (4) «καΐ δι* Ισου των ληφθέντων» 
θα είναι ΕΖ=Βρλ, (5), ΗΘ=Δρλ, (6). 

Ή άπόδειξις Ιχει ώς έξης = 
"Εστω ΕΖ=ΕΚ+ΚΖ+. . . =Α + Α + . . . =Αλ 

Έκ ταύτης καΐ τής (1) εΐναι ΕΖ= =Βρ-|-Βρ+ . , . =Βρλ ή (5). 
Έστω επίσης ΗΘ=ΗΛ+ΛΘ+ . . . = Γ + Γ + . . . =Γλ 

Έκ ταύτης καΐ τής (2) είναι Η θ = = Δ ρ + Δ ρ + . . ·=Δρλ, ή (6). 
Ό δρος «δι' Ισου των ληφθέντων», δέν μνημονεύεται διόλου είς τήν άπόδειξιν 

του θεωρήματος. Έκ τής αποδείξεως δμως αύτοΟ συνάνομεν, δτι διά του δρου «δι* Ισου 
των ληφθέντων» νοείται ή Ισότης των πολλαπλασίων ρλ των σχέσεων (5, 6). "Οθεν ορ
θώς, φρονοΟμεν, γράφει δ J. L. Heiberg, δτι ό δρος «δι' ίσου τών ληφθέντων» δέν 
έχει σχέσιν προς τόν «δι' ϊσου λόγον» του ορισμού 17, (Hic non proprie ad definitio-
nem rationis δι' ϊσου (17) respicitur). 



Z U S A M M E N F A S S U N G 

Über die Definitionen 17 und 18 des V.Buches der Elemente Euklids 
und über den Terminus «durch Gleichheit» (δι* ίσου, ex aequo). 

Es werden die Definitionen 17 und 18 in Zusammenhang mit den 
Sätzen V, 22, 23· erklärt. Ferner wird der Terminus «durch Gleichheit» 
folgendermassen erläutert : Es werden zwei Folgen mit je derselben Glie
deranzahl gegeben. Die Bildung der Verhältnisse der äusseren Glieder 
jeder Folge heisst «δι* ίσου» (ex aequo). Was die Folgen selbst betrifft, 
so underscheidcn sich zwei Fälle: 1) Die Folgen sind geometrische,haben 
dieselbe Gliederanzahl und sind von der Form α, αρ, αρλ, αρλμ . . . . und 
β, βρ, βρλ, βρλμ, . . . Bei diesen Folgen werden, «durch Gleichheit» die 

R 

Verhältnisse der äusseren Glieder λ , -g-τ— verstanden. Diese sind 

immer gleich gemäs dem Satz V, 22· 2) Jede von den zwei gegebenen 
A E 

Folgen hat nur drei Glieder, Α, Β, Γ und Δ, E, Z, wobei -g- = "jjr ==Tl« M 
Β Λ 

und f—jr—Ü* (2) ist, d. h. die Proportion (die Beziehungen i, 2) eine 
ungeordnete Proportion ist. Auch hier werden «durch Gleichheit» die 

Α Δ 
Verhältnisse y , -τρ verstanden Diese sind immer gleich gemäss dem 
Satz v, 23. 

Dem Terminus «durch Gleichheit» begegnen wir bei den folgenden 
17 Sätzen der Elemeute : V, 22, 23, 24 (zweimal). VI, 4, 20 (zweimal). 
22, 23t 24. VII. 14· VIII, 1, 5, 6, 8, 13, 21. IX, 19, 36 (zweimal). 

Anmerkung. Nach der Verlautbarung des Satzes V, 3, wenn Α=Βρ, 
Γ = Δ ρ , ΕΖ=Αλ, ΗΘ—Γλ ist, wird «durch Gleichheit der genommenen» 
(Glieder), ΕΖ=Βρλ, ΗΘ=Δρλ. 

Der Terminus «durch Gleichheit der genommenen» (Glieder), wird 
gar nicht im Beweise erwähnt. Wir schliessen, dass mit diesem Terminus 
die Gleichheit der Vielfache ρλ verstanden ist. 


